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ResSavanje problema mreznog koda upotrebom
Grobnerovih baza

Dusan Orlovié, Ivan Stanojevié, Vojin Senk

Sadriaj — U ovom radu je opisan postupak nalaZenja
mreznog koda koriS¢enjem Grobnerovih baza. Prikazani su
algoritmi koji daju odgovor na pitanje da li mreza ima
linearno resenje, zatim koje je polje sa najmanjim brojem
elemenata nad kojim mreza ima linearno resenje i na kraju,
za dato konac¢no polje, koji je broj razli¢itih linearnih reSenja.
Svi ovi algoritmi koriste izracunavanje Grobnerovih baza za
koje se zna da su eksponencijalne u vremenu u odnosu na broj
promenljivih, stoga je veliki nedostatak ovih algoritama
njihova kompleksnost.

Kljucne reéi — grobnerove baze, mrezno kodovanje.

I. UvoD

ORIST od mreznog kodovanja uocena je jo§ 2000.

godine kada je dat najpoznatiji primer u kojem
mreZzni kod ima prednost u odnosu na klasi¢no rutiranje
[1], Sto je prikazano na sl. 1. Problem mreZnog koda je
zadat na grafu (mreZi) na kojem odredeni ¢vorovi (izvori)
Salju podatke i odredeni ¢vorovi (odrediSta) zahtevaju
podatke. Podaci se biraju iz nekog konac¢nog skupa
podataka koji ima strukturu polja. Na sl. 1. izvor je ¢vor 1
i Salje dva podatka a i b, a odredista su &vorovi 6 i 7 koji

zahtevaju podatke a i b . U nastavku se podrazumeva da
je mreza sa usmerenim granama, jer kod mreza sa
neusmerenim granama korist od mreZznog kodovanja nije
toliko znacajna [2]. Takode vazi da su grane jedini¢nog
kapaciteta sa eventualnim paralelnim granama i da je
mreZa bez petlji (directed acyclic network).

Vidi se na sl. 1. da nije moguée klasi¢nim
prosledivanjem dostaviti oba podatka odrediSnim
¢vorovima zbog uskog grla na grani 4-5. Ukoliko se
dozvoli da &vorovi vrSe linearnu kombinaciju svojih
ulaznih  podataka  (linearna  kombinacija je sa
koeficijentima iz istog polja iz kog su podaci) onda se
zahtevi mogu ostvariti npr. ako ¢vor 4 Salje zbir a+b
onda odredi$ni ¢vorovi mogu odrediti podatak koji im
nedostaje kao razliku svojih ulaznih podataka. Ako su sva
odrediSta zadovoljena tj. ako mogu da izraCunaju
zahtevane podatke na osnovu svojih ulaznih podataka i ako
su kori$¢ene samo linearne kombinacije u ¢vorovima onda
mreza ima linearno reSenje. Uopsteno, ako su sva
odrediSta zadovoljena koriste¢i i eventualno nelinearne
kombinacije, onda mreZa ima (nelinearno) resenje.
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Sl. 1. Najpoznatiji primer mreZnog koda u kojem izvor
¢vor 1 $alje dva podatka a i b ka odrediSnim ¢vorovima 6 i
7, a usko grlo na grani 4-5 ¢vor 4 reSava tako §to Salje zbir

svojih ulaznih podataka

Kada je u pitanju multikast mreZa (jedan izvor Salje iste
podatke ka viSe odredista), kao Sto je na sl. 1, dokazano je
[3] da ako mreZa ima reSenje onda ima linearno reSenje i
reSenje se moze na¢i u polinomskom vremenu [4], [5]. U
slu¢aju mreZe sa viSe izvora, u [7] je dat primer mreZe koja
ima reSenje, ali nema linearno reSenje. Problemi koji se
reSavaju u ovom radu su:

Problem 1: Za zadatu mreZu odrediti da li postoji kona¢no
polje nad kojim mreZa ima linearno reSenje.

Problem 2: Za zadatu mrezu koja ima linearno resenje,
odrediti konacno polje sa najmanjim brojem elemenata nad
kojim mreZa ima linearno reSenje.

Problem 3: Za zadatu mrezu i konacno polje nad kojim
mreZa ima linearno reSenje odrediti broj razlicitih reSenja.

Svi ovi problemi pripadaju klasi NP teSkih problema [6].
Za reSavanje ovih problema u ovom radu je koriS¢ena
tehnika Grobnerovih baza (Gréobner ili Groebner bases),
koja je opisana u drugom poglavlju. U tre¢em poglavlju su
opisani algoritmi koji reSavaju zadate probleme, a u
cetvrtom poglavlju je dat zakljuCak. Za primer sa sl. 1 dat
je odgovor na sva tri problema.



II. TEORISKA OSNOVA

A. Algebarski pristup mreZnom kodovanju

Svaki problem mreznog koda (na acikli¢noj mreZi sa
usmerenim granama) moZe da se predstavi pomocu sistema
polinomskih jednacina, tako da taj sistem ima reSenje u
nekom polju F ako i samo ako mreZa ima linearno
reSenje u polju F [8]. Drugim re¢ima, ova dva problema
su ekvivalentna. Algoritam pomocu kojeg se dobija sistem
jednacina je u jednostavan. MoZe da se pretpostavi da
svaki izvor Salje jedan podatak i da svako odrediste
zahteva jedan podatak. U slucaju da izvor Salje vise od
jednog podatka, npr. k podataka, on se zamenjuje ¢vorom
na koji je povezano k novih izvora koji $alju po jedan
podatak. Sli¢no, svako odrediste koje zahteva vise od
jednog podatka, npr. n podataka, zamenjuje se ¢vorom na
koji je povezano n novih odrediSta koja zahtevaju jedan
podatak. Ukoliko se jedan isti podatak Salje sa viSe izvora,
onda se svi oni zamenjuju jednim izvorom. Opisane
promene mreze sa sl. 1 prikazane su na sl. 2. Ako ¢vor ima
jednu ulaznu granu, podatak na svakoj izlaznoj grani
jednak je podatku na ulaznoj grani. Za svaki ¢vor koji ima
vise od jedne ulazne grane (na sl. 2 to su ¢vorovi 1,4, 617)
za svaki par ulazne i izlazne grane uvodi se jedna
promenljiva koja predstavlja koeficijent u linearnoj
kombinaciji pridruZenoj toj izlaznoj grani. Na osnovu toga
se na svakoj grani izracunava podatak koji se Salje. Na
kraju se za svako odrediste izjednacavaju koeficijenti uz
podatak koji ono zahteva sa jedan, a uz podatak koji ono
ne zahteva sa nula. Na taj nacin se dobija sistem jednacina
(1), po dve za svako odrediste 6a, 6b, 7a i 7b.

X Xq + X XgXg + X3x0xg =1
=0
=0

XpXg + XpXs5X)p + X XXy =

Xy Xq + XyXsXg 4+ X4XgXg
X Xg + X X5X )y + X3X4X (1)
Xy XsXy + X3X5X) + X530,
XXXy + XXXy + XX, =

XjXsXp3 + X3XgX;3 + X3, =

XpXsXi3 + X Xg X3 + XX, =

!

Sl. 2. Podaci na granama iz primera sa sl. 1

b

243

Dobijene jednacine su binarne (imaju samo koeficijente
0 i 1). Broj promenljivih je jednak zbiru proizvoda
brojeva ulaznih i izlaznih grana svih ¢vorova sa viSe od
jedne ulazne grane. Pojedinacan stepen svake promenljive
je najvise jedan, a ukupan stepen nekog monoma (tj. broj
promenljivih u jednom proizvodu) je manji od maksimalne
duZine puta u granama od izvora do odredista.

B. Ideal polinoma sa koeficijentima iz konacnog polja

U narednom izlaganju je sa R oznaden prsten, sa K
polje, a sa F q konacno polje sa g elemenata (g = pk
gde je p prost broj). Neka je R[x] skup svih polinoma
R

X;s Xy,..., X, , koji se krace oznaGava sa X . Ideal I nad

sa koeficijentima iz nad skupom promenljivih
R[(x] je podskup R[x] za koji vaZi da je zatvoren za
sabiranje i spolja¥nje-unutra$nje mnoZenje, tj. ako p € [
onda pgel za sve g€ R[x]. Prema Hilbertovoj
teoremi o bazama, svaki ideal I nad R[X] ima konacan
generatorski skup {p,,..., p,} (svaki polinom iz ideala
jednak je linearnoj kombinaciji elemenata iz generatorskog
skupa sa koeficijentima iz R[x]), §to se oznatava sa
I=<pl,...,ps>. Skup nula 'V (varijetet, algebarski

skup) je podskup tacaka iz K" za koji postoji skup
polinoma koji se svi anuliraju na njima. Ideal skupa nula
V' je skup svih polinoma iz K[x] koji se anuliraju na tom
skupunula V., J(V)={pe K[x]: p(u)=0,ueV}
(ovaj skup je ideal). Nule ideala I su skup svih tadaka iz
K" u kojima se svi polinomi iz tog ideala / anuliraju,
W) ={xe K": p(x)=0,pe I}. Radikalni ideal
ideala 1 je skup NI ={pe K[x]:Ime N, p" e I}
(ovaj skup je ideal). Ideal je radikalan ako vazi I = \/7 .
U opstem sludaju vazi VcW(J(V)), a kako u
kona¢nim poljima pomoc¢u LagranZove interpolacione
formule za svaki skup tataka V C F q" mogu da se

konstruiSu polinomi koji se anuliraju samo na tom skupu
onda za konaéna polja vazi formula V =W (J(V)) [9].
Za obrnut redosled W i J , za algebarski zatvorena polja
K (svaki polinom nenultog stepena nad poljem K ima
nulu tog polja K) vaZi teorema o nulama
(Nullstellensatz) \/_ =JW({)) [11]. U konaénim

poljima F g e vaZi da je ideal celog skupa taaka prazan

iz

skup vec¢ je J(Fq")=<x1q—xl,...,an—xn> (krace
oznadeno sa J(Fqn)=<xq—x>) i za svaki ideal

I C F[x] vazi da je ideal I'=1 +<xq - x> radikalan

[10]. Skup nula ovih ideala je isti W(I)=W (") Sto
daje teoremu o nulama za kona¢na polja u obliku



JWU))=1 +<xq - x> [10]. Teorema o nulama ima

svoju slabiju verziju da za ideal I C K[x] gde je K

algebarski zatvoreno polje vazi da ideal I sadrZi jedinicu
ako i samo ako su nule ideala I prazan skup ¢j.
le ] ©W({)=D [11]. Verzija ove teoreme kada je

K

Pis--s D,y € F [x] nema zajednicku nulu ako i samo

kona¢no polje glasi: skup polinoma

ako le<p1,...,pm,x1q—xl,...,an—xn> (to se vidi
iz toga Sto ako ideal
W(<p1,...,pm>)=@,

TV Provos Py = X000,%, =2, ) = T (D),

na osnovu teoreme o nulama za konacna polja i na osnovu
toga §to polinom 1 nema nulu tj. le J(&) sledi

nema zajedni¢ku nulu
da

t.

onda vazi je

le <p1,...,pm,xlq = Xppees X! —xn>, a  obrnuto

tvrdenje je ocigledno). Jo§ se moZe re¢i da polinomi iz
nekog polja p,,...p, € F, [x] imaju zajednicku nulu u

nekom prosirenju polja Fqi DF,ie N ako i samo ako

le<p1,...,pm>.

C. Grobnerove baze

Kod polinoma nad vise promenljivih neophodno je da se
definiSe dobar redosled medu monomima da se zna da li je

npr. x13x25 > x14 i da vazi da svaki strogo opadajuéi niz
monoma konaCan [11 s.53]. Leksikografski redosled

monoma je redosled u kojem je

By h

n

[}

Q, . .
XX, >X ako je u vektoru razlike

(a, = B,,...,a,— B,) krajnji levi nenulti element

3.5 4 .
X, x, <X, ). Graduisani
leksikografski redosled monoma se dobija kada se monomi
prvo poredaju po ukupnom stepenu, a ako monomi imaju

isti ukupan stepen onda vaZzi leksikografski redosled (po

pozitivan (na  primer

ovom redosledu je x13x25 > x14 ). Na osnovu redosleda
monoma za svaki polinom p moZemo odrediti vodeci
monom LM (p) koji zajedno sa koeficijentom &ini
vodeti clan LT (p). Algoritam redukcije polinoma p
nad skupom polinoma {p,,...,p,} je postupak u kojem
se svaki €lan ¢ polinoma p koji je deljiv nekim vodeéim
¢lanom LT (p;), 1<i<s (deljiv zna¢i da moZe da se

zapiSe t=1-LT(p,) za neki polinom [) zamenjuje

odgovarajué¢im polinomom _r (LT (p;)— p,) diji
LM (p,)

je vodec¢i monom po redosledu manji od 7. Ovaj algoritam
se zavrSava u kona¢no mnogo koraka. Na kraju se dobija
polinom kod kojeg ni jedan ¢lan nije deljiv sa vode¢im

¢lanom bilo kog polinoma iz { p,,..., p,}.
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Grobnerova baza ideala I , GB(I), je skup polinoma
iz ideala {g,,...,8,} za koji vazi da njihovi vodeci
¢lanovi generiSu isti ideal kao i vode¢i ¢lanovi polinoma iz
I 4. (LT(g),....LT(g))=(LT(I)) gde je
LT (I) skup vodecih ¢lanova svih polinoma iz ideala I .

S -polinom za polinome [ i t se dobija tako to se skrate
vodedi ¢lanovi

S(.1y= LCMUMO,LM©),  LCMILMD,LM(®)),
’ LT() LT()
gde je LCM najmanji zajednicki sadrzalac. Algoritam za

dobijanje Grobnerove baze iz generatorskog skupa ideala
je zasnovan na Bukbergerovom kriterijumu, koji kaZe da je

neki skup polinoma {p,,..., p,} Grobnerova baza ako i
S -polinomi  [11]
PP €{Ps-- P} 1Si<j<s redukuju na nulu

samo ako se svih  parova

nad tim skupom polinoma [11]. Bukbergerov algoritam
jednostavno glasi: ako se za S -polinom nekog para
polinoma iz generatorskog skupa dobije redukovan
polinom koji nije nula onda se on dodaje u generatorski
skup.

Standardni monomi ideala I, SM (1), su monomi koji
se ne nalaze u skupu vodec¢ih monoma svih polinoma iz
ideala {x”:x%¢ <LM(I)>} gde je LM (I) skup
vode¢ih monoma svih polinoma iz ideala. Skup
standardnih monoma generiSe vektorski prostor koji je
izomorfan koli¢nickom prstenu K[x]/I (prsten polinoma
u kojem su operacije sabiranja i mnoZenja definisane isto
kao i kod obi¢nih polinoma s tim da se svaki polinom
redukuje nad Grobnerovom bazom ideala [). Broj

standardnih monoma |SM v )| moZze se lako dobiti iz

Grobnerove baze, jer su to monomi koji nisu deljivi ni sa
jednim vode¢im monomom polinoma iz Grobnerove baze.
Moze se pokazati [10], [11 s.235] da je broj resenja

sistema jednaCina nad kona¢nim poljem F g

V(D] =|SM (I +(x* —x))

generiSe taj sistem jednacina.

jednak

, gde je [ ideal koji

D. Karakteristika sistema polinomskih jednacina

Kako je problem nalaZenja mreZnog koda ekvivalentan
reSavanju sistema polinomskih jednac¢ina koje imaju samo
koeficijente 0 1, onda skup polinoma u tim
jedna¢inama, P, moZe da se posmatra kao skup polinoma
sa celobrojnim koeficijentima, P C 7Z[x]. Teorija
Grobnerovih baza primenjena na takav sistem daje
odgovor na pitanje nad kojim kona¢nim poljima sistem
ima reSenje [12]. Karakteristika konacnog polja je prost
broj 7 za koji vazi da je ¥ =0 u tom polju. Za svako

i

kona¢no polje GF(p") karakteristika je prost broj p .
Skup  karakteristika polinomskog sistema jednacina
P < 7] x] je skup karakteristika svih kona¢nih polja za
koja sistem ima reSenje kada se posmatra u tom polju.



Skup karakteristika sistema je konacan ili komplementarno
konacan (kona¢no mnogo prostih brojeva nisu u njemu)
[12]. Definicija Grobnerove baze za polinome sa
koeficijentima iz prstena je ista kao i kod polinoma sa
koeficijentima iz polja. S obzirom da deljenje u prstenu u
opSrem slucaju nije definisano, u algoritmu redukcije je
deljivost nekog clana polinoma uslovljena i deljivoséu
njegovog koeficijenta. Takode, u Bukbergerovom
algoritmu prilikom izratunavanja S -polinoma moraju da
se uzmu u obzir i vodeéi koeficijenti. Ako Grobnerova

baza {g,,...,8,} sistema P C Z[x] sadrzi polinom

jedan g, =1 za neko 1<i<s onda sistem P nema
reSenje posmatran u bilo kojem kona¢nom polju jer se
jedinica uvek preslikava u jedinicu iz kona¢nog polja. Ako
Grobnerova baza sistema P C Z[x] sadrZi konstantan
polinom veéi od jedan g, =k, k>1 zaneko 1<i<s
(ukoliko sadrzi vise takvih konstantnih polinoma onda se
uzima njihov najveéi zajednicki delilac jer ih on sve
generiSe), onda Ce sistem P imati reSenja u kona¢nim
poljima ¢ija karakteristika deli k jer ée u tim poljima
vaziti k =0, a ideal sistema posmatranog u tim poljima
nece sadrzati jedinicu pa sistem ima reSenje u nekom od
proSirenja osnovnog polja [12]. Konacno, u slu¢aju da
Grobnerova baza ne sadrZi ni jedan konstantni polinom,
onda je skup karakteristika sistema komplementarno
konacan, tj. skup svih prostih brojeva bez tzv. loSih
karakteristika. Neka je § najveéi zajednicki delilac
vodec¢ih koeficijenata polinoma iz Grobnerove baze, a S
skup njegovih prostih faktora. Neka je G' Grobnerova
baza dobijena dodavanjem § u polaznu bazu i
sprovodenjem Bukbergerovog algoritma i neka je 7' skup
prostih faktora konstantnog polinoma u G'. Tada je skup
losih karakteristika S\ 7 [12].

III. ALGORITMI

Iz predhodne teorijske osnove lako se izvode algoritmi
za resavanje problema koji su postavljeni na pocetku. Prvi
problem je da se za zadatu mrezu odredi da li postoji
konacno polje nad kojim postoji linearno resenje i odgovor
je da postoji ako i samo ako Grobnerova baza sistema
P c 7] x] ne sadrZi jedinicu. Drugi problem je da se
odredi najmanje polje nad kojim mreZa ima linearno
reSenje 1 algoritam je da se pretraZivanjem skupa
karakteristika sistema {rl, Iy,.. } nade najmanje polje tako

Sto se zapoCne od najmanje karakteristike 7; i sukcesivnim

proSirivanjem osnovnog polja GF(rlj), j=123,...

posmatra Grobnerova baza ideala

rj V'j .
<p1,...,pm,x1‘—xl,...,xn‘—xn>. Ukoliko  se

prilikom rac¢unanja dobije polinom jedan (Sto znaci da u
tom polju ne postoji reSenje) nastavlja se sa daljim
prosirivanjem. ProSirivanje se prekida kada se dobije da
Grobnerova baza ne sadrzi polinom jedan (Sto znaci da za

to polje npr. GF (rlk) postoji reSenje). Isti postupak se
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ponavlja i za ostale karakteristike 7; >7 1 njihova

proSirenja sve dok je veli€ina polja manja od do tada
najmanjeg polja za koje postoji reSenje. ReSenje treceg
problema, da se za zadato polje izracuna broj razlicitih
reSenja, dobija se uz pomo¢ formule

V(D] =|SM (1 +(x* = x))

se da je skup karakteristika ceo skup prostih brojeva, da je

. Za primer sa sl. 1. dobija

najmanje polje velicine 2 i da je za to polje broj
standardnih monoma 6, {1,X;,,X,,, X, - X5, X5, X, }.

stoga postoji 6 reSenja. Prikaz reSavanja ovog i drugih
primera mreznog koda uz pomo¢ Sage programa mozZe se
videti putem interneta [13].

IV. ZAKLIJUCAK

U ovom radu je prikazan nacin reSavanja problema u
mreZznom kodovanju koji su NP-teski, zbog ¢ega algoritmi
rade samo za male mreze (koje generiSu do 15
promenljivih). Stoga je dalji rad usmeren u nalaZenju
efikasnijih postupaka i paralelizaciji datih algoritama.
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ABSTRACT

This paper describes the algorithms for finding the
network code solution. The algorithms presented here
answer the question of whether the network has a linear
solution, which is a the smallest field over which the
network has a linear solution and for a given finite field,
what the number of different linear solutions is.
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